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Se eonsideriamo Ie derivate successive di una funzione come costituenle una serie
nasce spontanea la ricerca de' termini intermedi tra esse, i quali provengano l' uno
dall'altro con uniforme procedimento. Le prime dipenderanno da una novella funzione
della variabile e dall'indice di differenziazione, ed i secondi se ne dedurranno quando
quest'ultima quantita acquistera dei valori Irazionari.
Ora in alcuni casi il coefticiente di derioazione si presents souo una forma, ove
il passaggio dal valore intero a quello fratto dell'indice non presenta alcuna diffioolta,
e in taluni altri al contrario siffatto passaggio non puo effettuarsi senza che si tra-
sformi il suddetto coefficiente, se pur non vogliansi far dipendere questi casi da quelli.
Nei primi si trovano evidentemente gli esponcnziali, i seni ed i coseni, nei secondi
Ie potenze ed i logaritmi. Da qui ci pare potersi Iormare un'idca chiara delle deri-
vate a indice fratto , che altro non sono se non termini interpolati tra quelli a in-
(lice intero, appunto come Ie potenze frazionarie di una quantita si possono riguard ar e
come interpolate tra le potcnze interc della stessa, c se queste piu non otTrono alcun
ostacolo nella 101'0 significazione, merce il prineipio che gli esponenti si sommano nella
moltiplicazione, del pari crediamo piu non debbano incontrarlo Ie altre in virtu dell'
analogo principio che nella derivazione si sommano gl'indici.
In sitTatto modo la quistione riducesi a un problema d'interpolazione, e pero pre-
senta I'indeterminazione propria del caso, giacche molte forme di funzioni si possono
trovare che ad intervalli dati soddisfacciano a valori noti, e in generale non si puo
pretendere che una forma scelta sia la vera forma della funzione. Cosi Ie vie che ab-
biamo di volo accennate conducono a formole diverse, Ie quali poi nelle applicazioni
potranno anche dare in ultima analisi risultati identici.
Leibnitz il primo suggeri la considerazione degl' indici fratti in una lettera indi-
retta a Wallis, e pubblicata nel Torno III delle sue opere, vari passi del commcrcio
epistolare tra lui e Giov. Bernoulli mostrano l'attenzione posta da quei sommi ingegni
a questo argomento, ma il primo cenno esatto della 101'0 teoria si rinviene in una
memoria di Eulero inserita nel T. V de'Commentarii di Pietroburgo, ove trattandosi
delI'interpolazione della serie il cui termine (n)esimo e il prodotto de'numeri naturali
da '1 sino ad n, si scende alIa ricerea delle derivate ad indice frazionario di una po-
tenza z", dato if coefficienle di differenziazione per 10 mezzo d'integrali definiti , in
cui J'indice non e pitl soggetlo alla eondizioue di esserc intero e positive. Eulero apri
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eosi la vera via IIi questo llUOVO calcolo, rna si limito aile sole potenze, e non fece
alcuna indagine sulla formola assegnata, Laplace, espressa una funzione per un inte-
~rale definite souo il quale la variabile enll'U, solo nell' esponente della base dei 10-
l;arilmi nepcriani, disse che quella trasformazionc potea servire alIa ricerca del diffe-
renziale a indice qualsivoglia della funzione, e Fourier purc volle giovarsi dell'insigne
sua formola allo slesso scopo.
In siffatto modo il primo ha ammesso che la derivata d'ordine qualunque deIl'e-
sponcnzialc conservi Ia stessa identica forma di quella a indicc iniero, ed il secondo
ha mantenuto la forma alla derivata del coseno, ed cgli e facile vedere che Ia prima
ipotesi coincide con l' altra. Quegl' immortali geomell'i PCI'O non ne hanno svollo Ie
conseguenze, si sono ristretti ad un cenno fuggevole, ed han forse supposto che ogni
espressione del differenziale di un dato ordine p. di una funzione potesse fornire i
valori delle derivate a indice frallo, quante volte p. entrandovi come quantita , non
Fosse assurdo SllPPOrlO qualunque, esscndo cosi tolta Ia contradizione apparente di un'
operazione da effettuarsi in parte, Ia quale fnceva asserire a Brunaeei impossibile l'esi-
stenza dei differenziali di cui si tratta (Corso di iJ'Iatem. sublime T. II. p. 308).
II Sig. Liouville e state il primo a riunire in un COl'PO di dourina, e a svolgere
i principii del nuovo calcolo, e a fame importanti e svariale applicazioni. Egli assume
per definizione vera dei differenziali a indice qualunque l'equazione
e quindi e costreuo a trasformare in una serie di esponcnziali ciascuna funzione per
poterla differenziare, il qual processo, oltre Ie difficolta che puo presentare, ci sembra
che sia del tutto artificialc, e che Ia riccrca dei differenziali di una funzione debba
essere indipendenle da quella trasformazione, Alcuni poi de'risultati ai quali cgli per-
viene sono talmente singolari, che non appagano cerro 10 spirito dell'analista, mentre,
se non c'inganniamo, altro modo si puo offrire che meglio concateni lc diverse for-
mole, e faccia vedere spontanea la relazione tra il caso degl'indici frazionari e quello
degl'inleri,
Non vogliamo qui fare un'istoria delle ricerche poslcriori dei matematici, Ie quali
in gran parte ci erano ignore, 0 non erano pubblicate allorche nel 18 4!~ presentarnmo
al Congresso degli Scienziati in Milano una memoria sull'argomento. Accenneremo sol-
tanto che il Signor Peacock in un'Importantissima relazione su certi rami di analisi
(Report of the 3d Meeting of the British Association) fa brevemenle menzione dei
Iavori del Sig. Liouville, e se ne dichiara affatto contrario, Egli adotta la formola di
Eulero, e quindi in alcuni punti le nostre osservazioni concordano con le sue. Gli altri
geometri come Grealheed (Cambridge Mathem. Journal V. 1), Kelland (Transactions
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of the R. Society of Edinburgh V. 14 ct 16 ) e Crntel' (Cambridge and Dublin
Mathern. Journal V. 3 et /~) hanno seguito le viste Iondamentali del Sig. Liouville,
C pcrtanto stimiamo non del tuuo inopportune il seguente estrauo, che souomeuiurno
principalrncute al giudizio rlell'cminente maternatico francese, il quale ha manifestato
(Journal de illathem. T, 20 p. '116) di voler Iorse riprenrlere sopra nuova base il
calcolo in questione.
Noi siamo partiti da una Iormola chc somministra l'integrale a indicc qualunquc
di qualsi voglia funzionc, e chc col mutamcnto rli segno dcll'indice divienc quclln <10-
vula originariamente a Laplace e rapprescutnnte la derivate di un dato online di una
Iunzione. PCI' la derivata di una potenza qualunque ritroviamo Ia Iormola di Eulero,
un auento esame della quail' conduce a varic importanti proposizioni , specialmente
per le funzioni complementarie nllauo diverse, come naturalrnento dovca aspeuursi, lIa
quelle -Iel Sig. Liouville, ma die meglio mostrano il legume tra gl'indici interi cd i
Iratti, cio che non potea in alcun modo vedersi nei risultamenti di quel geoIlldl'a.
Osserviamo ancora chc la formula non pub Iornirc lc derivate d' online Irauo
delle potenze negative intere della variabilc , e il valore infinito che si prcscntn ill
questo come in altri casi, ci lbl a (E vcdere che la natura della funzionc i~ pc,' su-
bire un eangiamcnto. E infuui le potcnzc di cui si traua non POSSO:lO venire clip
dalle derivate intere del logariuno, e la formola , che ordinariumentc si assegna pel'
rappresentarle, ci sembra affutto particolarc, e si capiscc fucilmente che ncll'csprcssiono
gcnerale della derivate (p.)esima dcl lognritmo vi possa cntrnrc una parte trnsecndcnte
che si riduca a zero, quantc volte P: e intero. Questa. prcvisioue e pienamcnte con-
fermata dal Iauo analitico. Se nell'cquazione genel'alc si sostituisce il logariuuo alia
funzione qualunque si rica va una formola compost» di due termini, uno trasccndente
che svanisce per l'indice di derivazione intero e positivo, c vi rimane in tuui gli al-
tri casi, e il secondo che si accorda col valore ordinario.
Del pari pel' le funzioni, esponenziale, seno e coscno si trovano gl'integrali d' 01'-
dine qualunque composti eli due parti, una delle quuli coincide Call l'cspressione the
eomunemente si adotta, e l'altra pel' l'indice intero fornisce appunto i termini che si
dcbhono aggiungere ondc il risultato fosse cquivalente a quello chc si ouicne dull'iu-
tegrazione delle serie denotanti quelle funzioni, e per l'indice intero negativo si an-
nulla, ma che in tutti i casi potrehhe venil' compl'esn nella funzione cornplernentaria.
II calcolo dei diITerenziali a indice fl'azionario giova principalmcntc ncll'analisi delle
equazioni aile derivate paI'ziali, somministnll1do mezzo facile per la delel'minazione
delle funzioni al'bitl'ul'ie sotto segno integl'alc diell'o dute condizioni, siccome il Sig-.
l.iouville ha mostl'ulo con parccehi pl'oblemi. Se~ueIHlo il noslro punto di parlcnza aile
formole del sulloduto geomctru bisogllel'a sostituirne delle altl'c, Ie quali in alcuni esempi
ci hanno condotlo u risultati finali ident:ci,
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Integrando suecessivamente a parti si trova la formola
fl'- ixr xl'-+t, fl(po+1) X,.l+2 II9(x)dx·'-' = ') 9(x) -(1. r (x) + .. ') . 4) q; (x) - ...• i._.3 ....? i.2.3 ... (.u.+1) 1..... 1.2.3 ... Cu.+ .... )
la quale puo anche scriversi cosi:
(1) JI'-rp(x)dxl'- = ~:) ~~ rp(x) - fl': 1ep'(x) + ~ fl~2 'l(x) - .... ·1
ove q[.l) e il secondo integrale Euleriano.
Notiarno subito che in questo trascendente la quantita po puo rieevere de' valori
negativi , rna allora esso perde la sua significazione in integrale definito , e rappre-
senta una funzione che soddisfa all'equazione aile differenze finite
I'(e + 1) = aqa) ,
e verifica sempre Ia relazione
qa)r(1-a) = ~
sen r:a
(Veg. Legendre Exerc. T. II p. 60, e un articolo del Sig. Newman Camb. and Dub.
Mathem. Journal V. III p. 57).
La (1) si puo mettere quindi souo la forma:
(2) J"'<p(X)dXf< = ql-f.l) x"'11l' rp(x +xeyi)el'yi dy (*)
21l' -11'
Quest'ultima
(3)
avrebbe potuto dedursi dalla formola dovuta a Laplace
d"'<p(x) = q'1 + f.l) J1l' (x + ~eYi)e-",YI dy
dx'" 21l'~'" -11''f '
quanle volte si fosse sostituito -f.l a f.l, cangiato percio il segno d in J, e si fosse
posta la quantita ~ eguale ad x. La (1) 0 la (2), che ne e una semplice trasforma-
zione si trova dimostrata nella supposizionc di f.l intero, ma il secondo membro po-
tendo rappresentare il lermine generalc della serie dcgl'integrali, dura per f.l Irazio-
nario dei valori interposti, che si possono considerate come inlegrali corrispondenti a
quel valore fratto dell'indice.
Ci limiteremo per ora a cercare gl'inlegrali di un ordine qualsivoglia delle fun-
zioni semplici.
Facendo ep(x) = x"- nella (1) con la condizione n + 1 > 0 verra
J'" "- '" - x"-+"'t! - ~ n(n-'1) _1_ - Ix dx - r( ) '1 + 1 2 ... " ,f.l f.l f.l+ • f.l+ 2
(') Secondo l'uso adottato dai geometri Ia Iettera i si adopera per indicare V-I.
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la sene dentro purentesi rappresenta l'integrale Euleriano di I", speCie
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/' quindi
(4)
11 qu.) r(n + '1)dy.y,v·-I(1_y)" = r/ 1)'o n+fl'+
JIJ. r(n + '1)x" dx'V. = x"+,v. .f'(n + fl· + 1)
Sia ora [1. > 1 e fl. + " = 1, avremo, per la proprieta fuudamentnlc del gamma,
derivando una volta
(5) dt-x" f'(n + 1) x"-'.dx" = f(n - 7: + '1)
formola che si potea ouenere dalla (l~) eangiando il segno di fl·, che vale anche per
7: > '1, com'e facile assicurarsene, e che coincide con (luella data da Eulero.
Da qui si vede che prendendo r = n il risultato della differenziazione (~ una eO-
stante, e che pero la derivata a indiee Iratto di questa non e ZCI'O,
Le formole (!~) e (5) evidenternente sussistono pure per ogni valore negative frauo
di n, perche si possono sempre ridurrc gl'inlegrali a indice frauo delle potcnzc nega-
live frazionarie d' x ai differenzinli delle potenzc Irazionurie positive, c i rliffcrenziali
di quclle agl'iutegrali di queste.
Bisogna aneora osservarc che in generalc si ha
(6) (7)
se [J. - n nella prima Iormola e ± n - [J. nella seconda sono numeri interi negativi,
rna con la differenza che nella 1." n e per conseguenza [J. debbono esscre Irazionari
e nella 2. bisogua che n sia frazionario soltanto quando e preceduto dal segno -.
Cio posto sc ne deduce un tcorcma per Ie funzioni complemontaric.
» Al differenziale a indice {J. di una funzione si dee aggiungerc un polinomio
II della forma
» e all'integrale dello stesso ordine un polinomio
Al ,,-I + A" ,v.-2 +
r([J.) x' r([J. _ 1) x ....
II AI, Az , .••• indicando costanti arbitrarie,
Abbiamo messo esplicitamento i divisori T'( - [J.), r( - ,u. - 1) , .. , ... , r(.:.t) ,
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T'(p. - 1), .... , tali che risultano Jalle formole (4) e (5) perchc l'esistenza della
funzione complenieutaria e stabilita sulle cquazioni (6) e (7), che hanno le restrizioni
indicate. Si scorge pertanto che la funzione complernentaria di un integrale a indice
qualunque T intcro 0 Iratto, positivo 0 negative, puo essere denotata dulla Iormola
1¥ - ~ ( 1)r-1
-qr) x + ,
purch(\ si sviluppi per le potenze discendenti d' x, c si moltiplichi ciascuna di esse
pCI' un coeflicicntc arbitrario. Alloru si seorge chiaramente it legame cho vi hu lra il
caso degl'indiei interi e quello de'Iratti, poiche per r intero e negative risulta qr=0,
e pel' T intero c positivo e eomposto di un numero limitate di termini qual si con-
v WIle.
Avvertiamo finalmente ehe Ie cquazioni (I~) e (5) danno un valore infinite a causa
del numeratore pel' n intero e negative e (1- e r frazionari, e la prima anche per' (1-
intero se n = - 1; questa avviene perche In funzione nel 2~ mernbro ill quest i
casi cangia di natura, siccomc nella introduzione abbiamo acccnnato.
Poniamo ora nella (1) 1l(x) = log x, cd avremor xfJ- x,v. {'1 '1 1 1 '1loO'xdx,"-=--loO'x- -- ---+---+---+
tl (1T(p_)" rcu) l+p. 22+p. 33+p. .... ~.
Una lieve riflessione basta pCI' mostrare che la serie dentro parentesi puo essere es-
pressa pel' 10 mezzo dell' integrale definito11 yfJ-- 1 log(1-y)dy preso negativamentc.
Abel ha trovato (Oeuvres Completes T. II p. 35) che, chiamando L(p) la fun-
. ~'1 .
zione ~- , Sl hap
11 L(1 + p.)ylJ.- 1 log(l-y)dy = - ,o P.
dunque
Sia ora p. < 1 e p. + r = '1 , prcndendo la derivata della (8) verra
logx-L(1-'l")
- q1 - -r)x'"
che potea subito dedursi dalla stessa equazione con un semplice eangiamento di segno
di p.. Ma (Abel T. II p.13)
L(1 -.) - L('l") = 'It cotg 'It, ,
cd inoltre
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rtf(,) f('1- ,) = - ,
sen rc't'
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(9) clTlo~ x Iocr x - L(,) I'(r)-0-'-''--- = ;:, + eos('t'+ 1) rc . --dz" f(1 - r)x" x"
Iormola che com'e facile verificare, differenziando nuovarnente, sussiste anche per r>1,
e che consta, siccome abbiamo da principio annunciate, di due termini, uno dei quali
evidentemente sparisce per r iniero, e l'altro dona in questo caso, il valore ordinario.
AlIa Iorrnola (8) si poteva anche pervenire partendo dalla (.4) , cd operando in
1I10do analogo a quello, che suole impiegarsi per dedurre il logaritmo dall'integrale di
una potenza. Hiprendiamo la (4), e consideriamo un solo termine della funzione com-
plementavia; possiamo scrivere
()SSIa
f(n + 1)
II 2~ membro per n = - '1 diviene *, sari. dunque
percio verra
ove C = 0,5772 " ..
JI-'+ 1 dX,'-'+1 = xP-Iog x - x,<J. [L(1 + p.) - C], i_ r(n + 1)l .x r(p.+ 1) l L(n + l)fn=-[ J
rna
1
L(n + 1) = L(n + 2) - --1 '
n+
percio
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('l0)
('11)
1'(n + 1) __ 1'(n + 2) = _ '1 per n = _ 1 ,
L(n + '1) (n + 1) L(n + 2) - 1
quindi, supponcudo compreso nella funzione complementare il termine _ C :XiI.,
resiera 1'([J.+1)
J,"+l dX,u·+l JII. x·"logx - x'''L(1 + (1-J--= log x !lx/I. =X 1'((1- + '1)
ehe c appunto la (8).
Se si prende ep(x) = en",: la (1) diverra
JfI. em.r lX,u. X,"+l '1 X,"+2 t'emxdxll.= __ - m __ +-m2 •••••1'((1-) (1- [J.+'1 2 (1-+2
cvvcro
J'1. emxl·r, emx dx·u = 1'((1-) o e-my y,U-I dy.
Supponiamo In primo luogo m positive, spezziamo l'integrale definito del 2~ membra
in due, uno da y =0 sino ad y=oo, e l'altro da y=oo sino ad y=x, indi ridu-
ciamo questultimo tra gli stessi limiti 0 ed 00 mettendo x + z per y, ed avrerno
Jf!. (1 ),,, 11'"c"'X dx'lI. = - e":" _ __ e-mz(x +Z)p.-l dz.m 1'((1.) 0
Se poi nella ('10) m c negative allo stesso modo si ricavera la formola
(12) Jfl.e- mx dxfl. = (- ~)P.e-mx+ -1-1"'e-mz(x -Z)/1.-1 dz.
m 1'((1-) 0
In queste due ultimc equazioni la prima parte del 2~ membro coincide col valore
che si prende ordinariamente quando l'indicc (1- e intero, e I'integrale definito, che
rapprescnta allora precisarncnto i termini da aggiungersi onde il risultato fosse equi-
valente all'integrale della scrie dell' esponenziale , s' intende compreso nella funzione
complementare. Lo stesso potrebbe anche farsi per (1- frazionario, e scrivere in union
formola
(13) fll.emx dx·"- = (~)fl.emx + r~;) xfl.-I + 1'((1-~ 1) xfl.-Z + .....
E facile provare che lc equazioni (11) e (12) valgono aneora per (1- negative, e so
fosse di piu intero l'integrale definito sparirebbe dal 2? membro.
Si troverebhero ugualmente, giovandosi delle equazioni
(1-7t
1.. 1'((1-) cos 2"O yfl.-l cos my dy = mIL
(1-7t
100 1'([J-)sen 2o yfl.-1 sen my dy = mr
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(14) fa '1. sen rnx dxu. = - senm·...l
(15 ) r- mx £lx·« = ~ cos (mx - '~~)- -,_1_1°O(X + Z)·...-ICOS mz liz ,
m'" ~ q:.I.) 0
che sussistono pure pel' f.I. negativo, e sulle quali si potrebbero fare osservazioui ana-
loghe a quelle accennate pel' Ie (11) e (12).
Veniamo ora aIla ricerca di alcune formole generali, che seguendo i principi espo-
sti, dovrebbonsi sostituire a quelle del Sig. Liouville.
Supponiamo
avremo
ma
dunque
11 q + I)JP+I(16) 0 9(ex) (1 - e)pdG = PX P+ 1 9(x)dxP+ ' ,
onde si deduce posto ex = e
('17) 1x 9(e) (x - e)p de = r(p + 1)JP+I cp(x) dxP+1 ,
la qual equazione avrehbe potuto subito rieavarsi dalla (10) supponendo
9(x) = ~Bm emx •
S . exe 111 questa metuamo - III veee di e otterremoG+x
facciamo
1'" (ex) de r(p + l)JP't- I" 0 9 G+x (8 + X)p+2 = X2P+2 <p(x) dxP+ 1 j
9(X) '- '¥(~) ,
1 '1
e quindi poniamo - per x e per e, avremo cosi
x e
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1"" ePde JP+l (1)1'+1o \F(x + 9) (x + e)p+2 = r(p + l)xP \Y(X) d X . •
Sia
l¥(X + 0) = !P(X + o)(X + 9)p+2 ,
eo verra finalmente
l~ JP+l (1)1'+1(18) 0 ip(X + 9)61' d9 = r(p + l)xP .xP+ 2<Il(x ) d X .
In modo conforme si arriva all'equazione
(19) l"'<Il(X -9WdG = (-'1)pf(p + 1)xPJP+I XP+ 2 <P(X)d(~r+l.
Seguendo l'analisi del Sig. Liouville (Journal de t' Ecole Polytech. C. 21 p. 41) SI
ricava
(20) 1~ ( x ) 1 J' (1 );F - d~ =- .IT': xF(x) d 2'" .o senp 2 v . x
Scclldiamo a qualche applicnzione di queste formole,
Un problema di geometria ha condotto il Sig. Liouville (I. c. p. H) all'equazione
v2xJ~ve.<p(x + G)d9 = a2 ,
essendo a costante, c si tratta di determinare la funzione !P. Se nella formola (18)
l'acciamo p = ~, abbiamo
1'" 1 J~ 5 (1)~'o !P(x + 9)VO•dO= ~ Vn yx . x"2 <I>(x) d X .,
dunque dietro la condizione del problema
1
OSSla ponendo - per x
x
Jf (1) -~ * a2V2<I> x ,x ·dx:,=~.x,
!' differenziando a indice ~ pel' la (5) otteniamo
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(1) -~ a'\/2-j1> - x =--x ,X r.
e percio
ossia
come appunto avea trovato il Sig. Liouville.
In una questione di meccanica 10 stesso geometra ouiene per determinare la fun-
zione et> I'equazione
'If2J: serr'« tp(x sin a)da: = f(x) ,
essendo fix) data, e per un esempio particolare prende f{x)=x, e percio /(x)=1,
e ponendo
~ tp(~)= F(z)
riduce quell'equazione alia seguente
Dalla (20) avrerno dunque
j' t ( '1 )t 1 1zF(z) d ~ = ',lIT • Z2 ,
2 1F(z) =- -.
~ ..,.::
.. ~
ossia(1) 2F - =-y,VY 'IT
1
Iacendo z = - e differenziando a indice i si consegueVy
1 ('1) 2.F - .Iy ondeVY VY -; V 1
e quindi
2 '1
tp(x) = - -,
IT X
come alia pag. 46 del giornale citato.
Finalmente per un' applicazione della Iormola (17) richiamiamo un problema di
meccanica trauato da Abel (Oeuvres completes T. I. p. 27) nel quale si corea una curva
tale che il tempo impiegato da un grave a percorrere un suo area sia una funzione
data dell'altezza verticale dell'areo. Questo problema porta all'cquazione
l x tp'(IJ} dlJ = fix)"Vx IJ
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c bisogna deterrninare q> data f(x). Abel considera l'equazione piu generale
1x rp'(e) deo (x-e)" = f(x) .
Ora In (17) Cl da, Iatto p = - n
Jx I(e) de Jl-" .o ~x-e)" = r(l-n) rp'(x) dx 1 - n ,
onde
e perc
1 1"-1rp'(x) = r(1 _ n) I(x) dx"-I,
e pel' una nuova applicazione della stessa (17)
1 1%
rp'(x) = r(1- n) r(n-1) 0 j(e)(x-e)"-2 de;
integrando una volta rispetto ad x , ed avendo riguardo aile relazioni fondamentali
del trascendente r, verra
(x ) = sen n1r . fX I(e) de
rp To Jo (x - er "
1
e se n =-
2
rp(x) = !lX I(e) de ,
rr 0 v'x e
Ie quali formole coincidono con quelle di Abel (I. c. p. 23).
P. S. Benche non ci sembri possibile togliere ogni arhitrio nel punto di parteuza
della presente quistione, pure a giustificare I' uso che facciamo in tutti i casi della
formola (1), dietro il consiglio del nostro valentissimo amico Prof. Brioschi, soggiun-
giamo alcune osservazioni.
Supposto p inlero la derivazione a indice ! di una funzione rp(x) e quell' opera-p
zione la quale ripetuta p volte sulla funzione medesima da per risultato ep'(x). Pos-
siamo dunque considerare la definizione de'differenziali ad indice qualunque come rae-
chiusa nell'equazione
Iii quale indica ancora una delle leggi principali del simbolo di operazione f
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01'3 e facile mostrare, che Ia nostra formola fonrlamentale soddisfu a questa legge
qualunque siano m ed n.
Infaui dalIa (1) abbiamo
Jm '1 r==,. x",+r- )d '" ~(1)1' ('0)( )ep(x x = qm)~ - (m + r) q1' _ 1) 9 x
r=CJ
e pero per la (2) integrando a indice n
ossia
Sviluppando q:>(r)(x + xeiJ') ed ('1+ eiy)'n+r, ed integrando ouerrcmo
f" 0 0 - 2rr I [1. 1 1 J,.,lr)(x+xe,y)('1+e,y)m+re",y dy q;(r)(x) - - (m+1') --+(m+r),,-- - ...-r. • I'(n)T'('1-n) n 1 n+1 n+3
[ 1. '1 1 1- X(ll(,o+I)(X) --- - (m + 1') -- +(m+l')" -- - ...
. n+l 1 n+2 n+3
+.
[ 1 i 1]+ (-l)'1x'1q;(r+q)(x) -- -(m+r)l +(m+r)2 - ...n +q 0 n+q+1. n+ q+2 _
(m + r) I , (m + 1')" , .' essendo i coefficienti della potenza (m + r)<sima del
binomio; sappiamo inoltre che
'1 1 '1 r(n+q)r(m+l'+l)
11. +q -(m+r)I n+q + 1 +(m+r)" n+q +2 - .... = r(m+n+r +q +1.)'
dunque
_ r(n+l)r(m+r)xep(r+ I J(X) + .... + (-1)'1 r(n+q)r(m+r) x'1 (r+'1)(x)_ ..... ],
r(m+n+r+ 2) I'(m+n+f'+q+l) l' _
148 ANNAL! DI MATEMATICA
cite si pub scrivere cosi :
+(r)lr(n + 1)r( m +r -1) + (r):zr(n + 2)r(m + r - 2) + . , ..
. . . . + (r)qf(n + q)f(m + r - q) + .... + r(n + r)r(m) I,
t' pCI' Ie proprieta del traseendente gamma
_ x",+n r=.. r x'rp(r) (x) 1
- I'(m+n)~(-1) (m+n+r)r(r-l) ~ (m+n+r-1)(m+n+r-2) ... (m+n)
1'=0
l(m +r-1)(m + r - 2) .... m + (r)l (m+ r- 2)(m +r - 3) .... m.n
+ (r}, (m + r - 3)(m + r - 4) •... m(n+ 1)n + .....
. . . . +(r)q(m+r-q-1)(m+r-q-2) m(n-t"q-1)(n+q-2) ...n+....
. . . . . + (n + r - l)(n + r - 2) nl'
e per una relazione nola (Cauchy Anal. alq. p. 100 Cor. 1s r . )
In 11"'rp(X) dX"'}dxn = q:;:~n)!(-1r (m+n::)r(r-1) rp(r) (x)= J"'+"If(X)dXm+"
1'=0
come appunto si deduce dalla (1) ponendo f.L = m + n.
Genova 18 Aprile 1858.
